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Мета роботи: розробка програмного продукту для моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях із використанням методів теорії ігор, аналізу домінованих стратегій та графічної візуалізації результатів.
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Результати: реалізовано програмний продукт для розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях, який забезпечує аналіз платіжних матриць, пошук сідлової точки, визначення змішаних стратегій, аналіз домінованих стратегій, побудову графіків та формування HTML-звітів.
ABSTRACT
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[bookmark: _Toc229476637]ВСТУП
У нинішніх реаліях розвитку технологій обробки інформації та інтелектуальних систем прийняття рішень все більшого значення починають набувати методи математичного моделювання конфліктних та конкурентних ситуацій. Одним із найдієвіших інструментів для вивчення таких процесів є теорія ігор, особливо матричні ігри з використанням чистих та змішаних стратегій.
Матричні ігри активно використовуються в економіці, бізнес-аналітиці, логістиці, кібербезпеці, плануванні військових операцій, системах підтримки прийняття рішень (СППР) та штучному інтелекті (ШІ). Вони дають змогу структурувати процес вибору найбільш оптимальної стратегії за умов невизначеності та протиріч між учасниками (гравцями).
Актуальність кваліфікаційної роботи пов'язана з необхідністю розробки програмних засобів (ПЗ), що автоматують процедуру моделювання та розв'язання матричних ігор, уможливлюють аналіз стратегій гравців, ідентифікують оптимальні рішення в чистих та змішаних стратегіях, наглядно відображають результати обрахунків.
Програмна реалізація алгоритмів розв’язання матричних ігор мінімізуватиме обчислювальні помилки, прискорить аналіз стратегій та забезпечить наочну інтерпретацію даних. Інтеграція сучасних графічних фреймворків дозволяє створити оптимізований інструмент для науково-прикладних та освітніх завдань.
[bookmark: _Hlk167222638]Мета: розробка програмного засобу для моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях із використанням методів теорії ігор, аналізу домінування стратегій та графічної візуалізації результатів.
Об’єктом дослідження є процеси моделювання та прийняття рішень у конфліктних ситуаціях, що описуються матричними іграми.
Предметом дослідження є методи, алгоритми та комп'ютерні інструменти для розв'язання матричних ігор із чистими та змішаними стратегіями, способи їх імплементації та наочного відображення у вигляді комп'ютерних програм.
Методи дослідження: 
· вивчення теоретичних основ теорії матричних ігор та методів пошуку оптимальних стратегій у чистих і змішаних стратегіях;
· дослідження методики знаходження сідлової точки шляхом обчислення мінімальних елементів рядків та максимальних елементів стовпців платіжної матриці;
· вивчення методів аналізу домінованих стратегій для спрощення матриці гри та зменшення обчислювальної складності задачі;
· дослідження алгоритмів розв’язання матричних ігор  у змішаних стратегіях із використанням імовірнісного розподілу стратегій гравців;
· вивчення графічного методу розв’язання матричних ігор типу  та на основі побудови ліній виграшу та пошуку оптимальної точки перетину;
· дослідження методів математичного моделювання конфліктних ситуацій за допомогою платіжних матриць;
· вивчення особливостей розробки програмних засобів моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях засобами об’єктно-орієнтовного програмування (ООП) мовою 
· дослідження методики графічної візуалізації результатів розв’язання матричних ігор із використанням бібліотеки  у середовищі 
· дослідження принципів реалізації користувацького інтерфейсу для роботи з платіжними матрицями, відображення результатів розв’язання гри, збереження та завантаження даних матричних ігор у текстовому форматі.
[bookmark: _Toc135269974][bookmark: _Toc135483290][bookmark: _Toc135483742]Структура кваліфікаційної роботи. В роботу входить вступ, аналіз методів розв’язання ігор у чистих і змішаних стратегіях, пошук сідлової точки, аналіз домінованих стратегій і графічного методу розв’язання матричних ігор, розробка ПЗ для моделювання та розв’язання матричних ігор, тестування роботи та формовання висновків.
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РОЗДІЛ 1. ОГЛЯД ТА АНАЛІЗ ТЕХНОЛОГІЙ РОЗРОБКИ ПРОГРАМНОГО ПРОДУКТУ
[bookmark: _Toc229476639]1.1. Постановка задачі розробки програмного продукту
У межах кваліфікаційної роботи необхідно розробити програмний засіб для моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях. Програма має працювати з платіжною матрицею, яку користувач задає через графічний інтерфейс, виконувати її автоматичний аналіз і формувати результат розв’язання гри [1].
Основною задачею програмного продукту є визначення способу розв’язання матричної гри залежно від структури введеної матриці. Для цього запрограмовується перевірку на наявність сідлової точки. Виконується вона шляхом знаходження мінімальних елементів у кожному рядку, максимальних елементів у кожному стовпці, обрахунку нижньої та верхньої ціни гри. Якщо ці значення збігаються, програма повинна визначити оптимальні чисті стратегії гравців (гра в читсій стратегії),  номер відповідного рядка та стовпця, ціну гри (сідлову точку).
При відсутності сідлової точки, ПЗ шукати рішення у змішаних стратегіях. Для матриці розміру  реалізувати обчислення ймовірностей вибору стратегій обох гравців та ціни гри за аналітичними формулами. На додачу, програма має перевіряти коректність отриманих імовірностей (належність проміжку 
Окрема задача - аналіз домінованих стратегій. Програма повинна знаходити рядки, які є невигідними для гравця A порівняно з іншими рядками, знаходити стовпці, які є невигідними для гравця B. Виявлені доміновані стратегії мають відображатися у результатах аналізу та позначатися в таблиці платіжної матриці [2].
Для матричних ігор типу  та  реалізувати графічний метод розв’язання. Для гри  програма будуватиме функції виграшу для стратегій гравця B, знаходитиме нижню огинаючу та визначати значення ймовірностей, за якого виграш гравця A є максимальним. У випадку гри m×2 програма повинна будувати функції для стратегій гравця A, знаходити верхню огинаючу та визначати оптимальне значення ймовірності для гравця B (як вигідно зіграти йому).
Щоб ПЗ відображав результати, необхідно окремо будати графік функцій виграшу, виділяти активні стратегії, позначати оптимальну точку та відображати ціну гри. Для гри, де немає змоги застоувати графічний метод, програма повідомлятиме про обмеження [3].
У графічному інтерфейсі забезпечити введення кількості рядків і стовпців матриці, заповнення її елементів, запуск автоматичного розв’язання, окремий аналіз домінування (залежно від початкової розмірності матриці), побудову графіка та очищення/повторне введення даних. Якщо зустрічатимуться порожні клітинки чи некоректні числові дані, програма попереджуватиме [4,5].
Результатом роботи програми має бути сформований звіт, який містить початкову платіжну матрицю, мінімальні значення по рядках, максимальні значення по стовпцях, визначений метод розв’язання, оптимальні стратегії гравців, ціну гри, інформацію про доміновані стратегії та графічну інтерпретацію, якщо вона доступна [6,7]. У програмі реалізувати збереження результатів у HTML-файл разом із таблицею, текстовим результатом (оптимальністратегії гравців) і зображенням побудованого графіка [810].
[bookmark: _Toc229476640][bookmark: _Toc135483292][bookmark: _Toc135483744]1.2. Аналіз та порівняння подібних додатків
Платформа Linprog являє собой онлайн-калькулятор для різного типу задач: симлекс, двоїста, метод потенціалів, угорський метод, задачі динамічного програмування, теорію ігор [11]. Для теорії ігор платіжну матрицю можна створити розмірності 20х20. Для розв’язку застосовуватиметься звичайний симплекс-метод (див.рис.1.1). На жаль, ні ціну гри явно не знайдено, ні ймовірності стратегій гравців А та В (див.рис.1.2). 
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Рисунок 1.1 – Розв’язок матричної гри  в онлайн-калькуляторі
Графічний розв’язок не передбачено взагалі. Як і перевірка того, в чистій чи змішаній стратегії буде шукатись розв’язок для матриці . Ніби і отримали розвязок, як видно з рисунку 1.2, але він повністю відкидає ядро матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях [12].
Для розв’язку матричної гри можна скористатись і штучним інтелектом, але уважно треба слідкувати, який розв’язок він надав. Він не завжди вибирає оптимальну стратегію, відсутня графічна складова, яка може бути як візуальна підказка, обмеженість промтів (хоче грошей). 
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Рисунок 1.2 – Платформа Linprog
Простішим у використанні, більш наближеним до того розв’язку матричної гри, який нам потрібен може стати MS Excel. Маючи гру 2x2 змішаного типу її реалізувати простіше за допомогою формул (див.рис.1.3). 
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Рисунок 1.3  Розв’язок матричної гри (2x2) у змішаній стратегії
Графічний метод у двох варіаціях для гравців А та В йтиме як бонус (див.рис.1.4).
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Рисунок 1.4  Графічний розв’язок матричної гри для обох гравців
Розв’язок матричної гри  починається з побудови графіків, верхньої огинаючої (автоматично вона не будується). Цю ламану користувач вручну може зобразити на графіку (див.рис.1.5). Бететься найнижча точка на цій кривій, визначаються дві стратегії (які лінії перетнулись), коефіцієнти підставляються в систему розмірністю 2х2 (див.рис.1.6).
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Рисунок 1.5  Верхня огинаюча
На рисунку 1.6 показано розв’язок матричної гри у змішаній стратегії.
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Рисунок 1.6  Розв’язок матричної гри  у змішаній стратегії
Розв’язок матричної гри  відбувається аналогічним чином Тільку тут береться найвища точка на нижній огинаючій (див.рис.1.7).
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Рисунок 1.7  Нижня огинаюча
На рисунку 1.8 показано розв’язок матричної гри у змішаній стратегії.
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[bookmark: _Toc229476641]Рисунок 1.8  Розв’язок матричної гри  у змішаній стратегії
Коли гра в чистих стратегіях, дуже легко знайти розв’язок в MS Excel (див.рис.1.9). Для початку спростити. Витягається сідлова точка, яка і буде ціною гри. Функції min та max витягаються значення по рядках і стопція відповідно. 
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Рисунок 1.9  Рішення в чистих стратегіях
1.3. Вибір та обґрунтування технологій розробки програмного продукту
Для розробки програмного продукту засобу моделювання та розв’язання матричних ігор було використано мову програмування C# та технологію Windows Forms. Це настільна програма, для якої потрібні: введення даних у таблиці, кнопки, текстовий вивід результатів, графіки та збереження файлів.
Для введення платіжної - компонент DataGridView (як динамічна структура): кількість рядків і стовпців задається через  і   метод  створює стратегії  службовий стовпець  і службовий рядок   введення матриць різної розмірності без зміни програмного коду.
Для внушньої обробки платіжної матриці використано двовимірний масив  Метод  зчитує значення з клітинок перевіряє порожні комірки та виконує перетворення введених значень у числовий формат. Саме тип обрано через необхідність працювати не лише з цілими виграшами, а й з дробовими значеннями ймовірностей та ціни гри.
Основну обчислювальну логіку винесено в окремий клас У ньому реалізовано метод який визначає, який спосіб розв’язання застосувати до введеної матриці. Спочатку виконується перевірка чистих стратегій методом  обчислюються мінімальні значення рядків, максимальні значення стовпців, перевіряється наявність сідлової точки з використанням похибки  Для матриць  застосовується метод  у якому розраховуються ймовірності та ціна гри.
Для передачі результатів між модулями використано клас  (наявність сідлової точки, ціна гри, назва методу розв’язання, масиви  змішані стратегії гравців, доміновані рядки та стовпці, активні стратегії для графічного методу, текстове повідомлення для виведення користувачу)  інтерфейсна частина програми не виконує обчислення напряму (отримує готовий результат).
Аналіз домінованих стратегій винесено в клас (перевірка домінування є окремою логічною операцією, запускається самостійно через кнопку аналізу або під час автоматичного розв’язання гри).
Для реалізації графічного методу використано клас GraphicalSolver (обробляє матриці типу  та  формує активні стратегії, визначає оптимальне значення ймовірності та ціну гри). Для збереження результату графічного методу використано клас  (відокремлює результат графічного розв’язання від загального результату 
Для побудови графіків використано компонент Chart із простору імен System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting. У класі GraphBuilder для кожної стратегії створюється окрема серія даних, будується лінія виграшу, відображається нижня/верхня огинаюча, активні стратегії виділяються більшою товщиною лінії, оптимальна точка позначається окремим маркером. Інтегрується безпосередньо у  без потреби підключення сторонніх графічних бібліотек.
Клас FormMain - головна форма програми (реалізовано обробники подій кнопок і пунктів меню: створення матриці, заповнення тестового прикладу, автоматичне розв’язання, аналіз домінування, побудова графіка, очищення форми та збереження результату; підсвічування службових результатів у таблиці: сідлової точки, домінованих стратегій, активних стратегій, мінімальних елементів рядків і максимальних елементів стовпців).
Збереження у HTML-форматі виконується у методі  (структура звіту формується методом  платіжна матриця, текстовий результат розв’язання та графік). Графік експортується методом у формат  і вставляється в -документ як зображення (дозволяє зберегти текстові результати, таблицю та графічну інтерпретацію в одному файлі).
Висновки до розділу 1
У першому розділі кваліфікаційної роботи визначено функціонал програмного засобу для моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях, який розроблятиметься як застосунок Windows Forms (мова програмування С#) [1315].
	Проаналізовано наявні в мережі ПЗ для матричних ігор, розв’язано кілька задач, щоб зрозуміти сильні і слабкі сторони кожного з них  онлайн-калькулятори матричних ігор переважно підтримують лише розрахунок змішаних стратегій для матриць  без аналізу домінованих стратегій та графіків  MS Excel можна використовувати для матричних ігор, але верхні/нижні огинаючі чи домінантні стратегії обиратимуться вручну.  
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Програмний продукт забезпечує створення, редагування та аналіз платіжних матриць для розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях. 
Програмний засіб моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях підтримує автоматичне створення матриць довільного розміру та визначення способу розв’язання гри. Після запуску обчислень перевіряється наявність сідлової точки шляхом знаходження:
· мінімальних елементів кожного рядка;
· максимальних елементів кожного стовпця;
· нижньої ціни гри α;
· верхньої ціни гри β.
Якщо  програма визначає:
· оптимальну чисту стратегію гравця A;
· оптимальну чисту стратегію гравця B;
· координати сідлової точки;
· ціну гри.
У разі відсутності сідлової точки   гра розв’язуватиметься у змішаних стратегіях. Для матриць типу  обчислюватимуться:
· ймовірності  для гравця 
· ймовірності для гравця 
· ціна гри 
Для матриць типу  та  - графічний метод розв’язання. 
· формується рівняння ліній виграшу;
· знаходяться точки перетину стратегій;
· обчислюється нижня/верхню огинаючу;
· визначає оптимальне значення ймовірності;
· знаходить активні стратегії;
· обчислює ціну гри.
Програмний засіб підтримує аналіз домінованих стратегій:
· порівнюються всі рядки матриці між собою;
· порівнюються всі стовпці матриці між собою;
· визначаються доміновані рядки та стовпці;
· доміновані стратегії виділяються кольором у таблиці.
Програмний засіб для моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях: створює окремі графічні серії для кожної стратегії, будує лінії виграшу, відображає активні стратегії, позначає оптимальну точку розв’язання, відображає координати оптимального значення [16].
При тектовому відображенні виводяться:
· мінімальні значення рядків;
· максимальні значення стовпців;
· нижня та верхня ціни гри;
· тип використаного методу;
· оптимальні стратегії;
· ціна гри;
· доміновані стратегії;
· параметри змішаних стратегій.
ПЗ можна протетувати випадково-згенерованими даними. 
Процес очистки робочої області з видаленням платіжної матриці, результатів обчислень, побудованого графіка, службових підсвічувань [17].
До HTML-звіту автоматично додаються платіжна матриця, текстові результати розв’язання, графік гри, інформація про оптимальні стратегії та ціну гри.
У діаграмі на рисунку 2.1 основним актором є Користувач: створює платіжну матрицю, вводить дані, запускає розв’язання, аналізує домінування, будує графік і зберігає результат. Варіант використання «Автоматично розв’язати гру» включає перевірку сідлової точки, аналіз домінування та формування результату. Розв’язання у змішаних стратегіях або графічним методом виконується залежно від розмірності введеної матриці (автоматично всередині коду прописано).
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Рисунок 2.1  Діаграма варіантів використання системи (Use Case)
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Діаграма активностей (логіка переходів)  створення платіжної матриці  введення даних  перевірка коректності введення  автоматичне визначення способу розв’язання гри  аналіз чистих й змішаних стратегій  графічний метод  побудова графіка та збереження результатів у HTML-звіт (див.рис.2.2). 
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Рисунок 2.2  Діаграма активності ПЗ  
Діаграма послідовностей (порядок виклику методів під час розв’язання матричної гри та побудова графіку)  взаємодія між користувачем, формою  обчислювальними класами   модулем побудови графіків  та об’єктом результату  (див.рис.2.3).
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Рисунок 2.3  Діаграма послідовності 
Діаграма компонентів (модульна організація ПЗ)  зв’язки між інтерфейсом, модулем розв’язання матричних ігор, модулем аналізу домінованих стратегій, графічним модулем, системою побудови графіків та механізмом формування звіту (див.рис.2.4)  
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Рисунок 2.4  Діаграма компонентів програми 
Діаграма класів (розподіл функціональності між модулями програми)  класи інтерфейсу  класи обчислювальної логіки  модуль побудови графіків  класи збереження результатів  (див.рис.2.5). 
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Рисунок 2.5  Діаграма класів
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Поетапна розробка ПЗ моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях:
1. Досліджено методи розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях (пошук сідлової точки, аналіз домінованих стратегій та графічний метод розв’язання).
2.  Спроєктовано окремі класи для реалізації логіки розв’язання матричних ігор: GameTheorySolver, DominanceAnalyzer, GraphicalSolver, GraphBuilder, SolveResult та GraphicalSolveResult.
3. Створено механізм динамічного формування платіжної матриці, введення даних, запуску алгоритмів розв’язання та відображення результатів.
4. Програмна реалізація обчислення нижньої та верхньої ціни гри, пошук сідлової точки та знаходження змішаних стратегій для матриць розміру 
5. Запрограмовано модуль аналізу домінованих стратегій та графічний метод розв’язання матричних ігор для матриць типу  та 
6. Побудова графіків, механізм формування HTML-звітів та збереження результатів розв’язку матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях.
7. Тестування ПЗ моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях: правильність роботи алгоритмів, обробка помилок введення та коректності формування результатів.   
Алгоритм конвертації програмного засобу моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях: введення значень у  метод виконує зчитування елементів таблиці, перевірку порожніх клітинок і коректності числового формату перетворює дані у двовимірний масив типу  масив передається до модулів та   виконується математична обробка матриці та формування результатів у вигляді об’єктів   результати відображаються у   графічний вивід у Chart  HTML-звіт з графіком формату 
Діаграма 2.6 показує логічну структуру даних: матриця, стратегії, клітинки, результат розв’язання, доміновані стратегії, графічний результат і HTML-звіт.
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Рисунок 2.6  ER-подібна схема даних
Висновки до розділу 2
[bookmark: _Toc135483346][bookmark: _Toc135483798][bookmark: _Hlk199279310]У другому розділі кваліфікаційної роботи спроєктовано, змодельовано та розроблено програмний засіб для розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях. Були реалізовані алгоритми пошуку сідлової точки, аналіз домінованих стратегій, розв’язання ігор у змішаних стратегіях для матриць  та графічний метод для матриць розмірності  і  Програмний продукт забезпечує введення та обробку платіжних матриць, автоматичний вибір методу розв’язання, графічний розв’язок і звітність. Завдяки модульній структурі програма розділяє обчислювальну логіку, графічну візуалізацію та інтерфейсну частину системи [18].


[bookmark: _Toc229476647]РОЗДІЛ 3. ОПИС РОБОТИ ПРОГРАМНОГО ДОДАТКУ, ЙОГО ВСТАВНОВЛЕННЯ, КОРИСТУВАННЯ ТА ТЕСТУВАННЯ
[bookmark: _Toc229476648][bookmark: _Toc135483347][bookmark: _Toc135483799]3.1. Керівництво встановлення програмного продукту
Для роботи програмного засобу моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях необхідна операційна система Windows 10/11 з підтримкою платформи  
Після отримання програмного продукту необхідно розпакувати архів Kovalchuk.rar із файлами програми у вибрану директорію  відкрити папку з програмою  запустити виконуваний файл  (див.рис.3.1).
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Рисунок 3.1 – Виконуваний файл 
У разі запуску програмного продукту через середовище розробки Visual Studio Community необхідно відкрити файл рішення  (див.рис.3.2) [19].
Для коректної роботи побудови графіків у системі повинна бути доступна бібліотека .
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Рисунок 3.2 – Відкриття 
3.2. Керівництво користування програмним продуктом
[bookmark: _Toc135483348][bookmark: _Toc135483800]На рисунку 3.3 показано програмний засіб для розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях одразу після запуску.
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Рисунок 3.3 – Вікно програми 
Знайдемо розвязок гри в чистих стратегіях з рисунку 1.9. Введемо розмірність матриці  далі натиснемо кнопку «Створити матрицю» (див.рис.3.4). На формі у згенеровану матрицю вводимо числа, стовпчик і рядок з min i max, поки неактивні. Програма ії заповнить сама, після того як натиснемо кнопку «Автоматично розв’язати». Графічний розвязок тут не актуальний. Внизу видно оптимальні стратегії гравців А і В. Одержали ті ж значення, що і при матричній грі в Excel, що свідчить про правильність розрахунків. 
Розв’яжемо матричну гру  для матриці з рисунків 1.3 – 1.4, щоб звірити правильність та порівняти візуально графічний розв’язок (див.рис.3.5). 
В програмному застосунку графік виглядає більш професійно, можна побачити точку оптимуму, ціну гри [20]. 
Варто відмітити, що в програмі є можливіть шукати лише графічний розв’язок без обрахунків. Дивлячись, яке завдання ставитиметься перед користувачем.
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Рисунок 3.4 – Гра в чистій стратегії
[image: ]
Рисунок 3.5 – Гра  в змішаних стратегіях
Знайдемо розв’язок матричної гри  з прикладу, розглянутого в розділі 1 кваліфікаційної роботи.
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Рисунок 3.6 – Гра  в змішаних стратегіях
	В програмі є змога зберегти одержаний розвязок, вибравши меню Файл  Зберегти результат (див.рис.3.7).
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Рисунок 3.7 – Збереження
Знайдемо розв’язок матричної гри  з  з рисунку 1.7 (див.рис.3.8).
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Рисунок 3.8 – Матрична гра  в змішаних стратегіях
Дуже важливо знати,як програмний засіб справляється з оброкою помилок (див.рис.3.9). Спробуємо ввестив комірку (1,1) текст «авс».
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Рисунок 3.9 – Спроба ввести некоректне значення
Щоб ознайомитись з основним положеннями теорії матричних ігор, скористаємось вкладко меню Довідка  Теоретичні відомості (див.рис.3.10).
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Рисунок 3.10 – Основні положення матричних ігор
Розробником програмного засобу є Ковальчук Сергій Миколайович, здобувач фахової передвищої освіти групи П-43стн в 2026 році.
Інформацію про нього та про розроблений програмний засіб в ході написання кваліфікаційної роботи знайдемо через вкладку Довідка Відомості про програму (див.рис.3.11). 
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Рисунок 3.11 – Відомості про кваліфікаційну роботу та розробника
[bookmark: _Toc135483367][bookmark: _Toc135483819][bookmark: _Toc229476650]3.3. Тестування роботи програмного продукту
При тестуванні ПЗ для розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях перевірятимуть фактичні методи й граничні випадки в коді, щоб тести покривали не лише «щасливі» сценарії, але й обробку помилок вводу, графіки і збереження [21].
Таблиця 3.1. Тестування роботи програми
	[bookmark: _Toc135483391][bookmark: _Toc135483843]№
	Мета тестування
	Вхідні дані/дія користувача
	Очікуваний результат

	1
	Перевірка створення матриці
	Задати розмірність  і натиснути кнопку створення матриці
	У  створюються рядки  стовпці  службовий стовпець  і рядок 

	2
	Перевірка зчитування коректних числових даних
	Ввести матрицю [[4, 2], [1, 3]]
	Дані успішно зчитуються методом  і перетворюються у масив 

	3
	Перевірка обробки порожньої клітинки
	Залишити одну клітинку матриці порожньою та запустити розв’язання
	Програма виводить повідомлення про помилку введення і не запускає обчислення

	4
	Перевірка обробки нечислового значення
	У клітинку матриці ввести текстове значення, наприклад abc
	Програма повідомляє про некоректне значення в клітинці та не виконує розрахунок

	5
	Перевірка пошуку сідлової точки
	Ввести матрицю [[3, 1], [4, 2]]
	Програма визначає сідлову точку в позиції A2B2, ціну гри V = 2, оптимальні стратегії A2 і B2

	6
	Перевірка розрахунку мінімумів рядків і максимумів стовпців
	Ввести матрицю [[3, 1], [4, 2]]
	У службовому стовпці min відображаються значення 1, 2, у службовому рядку max - 4, 2

	7
	Перевірка змішаних стратегій для матриці 2×2
	Ввести матрицю [[4, 2], [1, 3]]
	Програма визначає відсутність сідлової точки та обчислює 

	8
	Перевірка ділення на нуль у формулах 
	Ввести матрицю [[1, 2], [3, 4]]
	Програма не виконує некоректне ділення та виводить повідомлення, що змішані стратегії неможливо обчислити через нульовий знаменник

	9
	Перевірка аналізу домінованих рядків
	Ввести матрицю [[1, 2], [2, 3]] і запустити аналіз домінування
	Програма визначає, що рядок  домінований рядком 

	10
	Перевірка аналізу домінованих стовпців
	Ввести матрицю [[1, 2], [2, 3]] і запустити аналіз домінування
	Програма визначає, що стовпець домінований стовпцем 

	11
	Перевірка графічного методу для гри 
	Ввести матрицю [[1, 4, 3], [3, 2, 5]]
	Програма застосовує графічний метод длязнаходить оптимальне значення  ціну гри  активні стовпці  і 

	12
	Перевірка графічного методу для гри 
	Ввести матрицю [[1, 4], [3, 2], [5, 1]]
	Програма застосовує графічний метод для m×2, знаходить оптимальне значення q ≈ 0.4286, ціну гри V ≈ 2.7143, активні рядки A1 і A3

	13
	Перевірка обмеження графічного методу
	Ввести матрицю розміром 3×3 без сідлової точки
	Програма повідомляє, що для такої матриці потрібен чисельний метод, а графічний метод недоступний

	14
	Перевірка побудови графіка
	Для матриці [[1, 4, 3], [3, 2, 5]] натиснути кнопку побудови графіка
	У компоненті будуються лінії виграшу, відображаються активні стратегії та позначається оптимальна точка

	15
	Перевірка тестового прикладу
	Натиснути кнопку заповнення прикладу
	Програма автоматично створює матрицю  зі значеннями 4, 2, 1, 3

	16
	Перевірка очищення форми
	Після розв’язання гри натиснути кнопку очищення
	Очищується таблиця, поле результатів, графік і службові підсвічування; розмірність повертається до початкової

	17
	Перевірка збереження без результату
	Натиснути збереження до запуску розв’язання
	Програма повідомляє, що немає результатів для збереження

	18
	Перевірка збереження звіту
	Розв’язати гру та виконати збереження результату
	Створюється файл, який містить платіжну матрицю, текстовий результат і графік у вигляді зображення

	19
	Перевірка відкриття довідки
	Вибрати пункт довідки
	Відкривається форма  з інформацією про роботу програми

	20
	Перевірка вікна “Про програму”
	Вибрати пункт інформації про програму
	Відкривається форма AboutForm з відомостями про програмний продукт



Висновки до розділу 3
Програмний засіб не потребує установки додаткових компонент. Достатньо запустити виконуваний файл  або відкрити через середовище Visual Studio [22]. 
Проведене тестування підтвердило працездатність основних функцій: створення матриці, зчитування числових даних, пошук сідлової точки, обчислення змішаних стратегій для матриць  аналіз домінованих стратегій, побудову графіків, очищення форми, відкриття довідкових вікон та збереження результатів у файл.


[bookmark: _Toc229476651][bookmark: _Toc135483393][bookmark: _Toc135483845]ВИСНОВКИ
[bookmark: _Toc135483397][bookmark: _Toc135483849]У ході виконання кваліфікаційної роботи розроблений програмний засіб для моделювання та автоматичного розв’язання матричних ігор (математичних моделей конфліктових ситуацій, де виграш одного гравця обертається поразкою іншого) у чистих та змішаних стратегіях. Програмний код написаний мовою  із використанням  зорієнтований на роботу з платіжними матрицями різної розмірності. У застосунку реалізовано введення матриці через  автоматичну перевірку правильності введених значень, обробку помилок та формування результатів у текстовому і графічному вигляді.
Ключова логіка обчислень зосереджена у класі  Програмний продукт автоматизує пошук екстремальних значень - мінімумів за рядками та максимумів за стовпцями, що дозволяє встановити межі ціни гри та ідентифікувати сідлову точку. Для матриць розмірності  інтегровано алгоритм розрахунку змішаних стратегій, який визначає ймовірнісні характеристики вибору для обох гравців (учасників). Система також містить запобіжні механізми для уникнення помилок ділення на нуль при розрахунках.
Для аналізу спрощення гри реалізовано клас  який дозволяє знаходити доміновані рядки та стовпці шляхом порівняння елементів платіжної матриці. 
Для матриць типу  та  реалізовано графічний метод розв’язання у класі  Під час роботи алгоритм формує лінії виграшу стратегій, визначає точки їх перетину та знаходить оптимальний розв’язок через пошук нижньої або верхньої огинаючої.
Візуалізуються результати через компонент  графіки стратегій, виділення активних стратегій, позначення оптимальної точки розв’язання, верхня/вижня огинаючі. До звіту автоматично додається платіжна матриця, результати розрахунків і графік матричної гри.
Під час тестування перевірялась робота алгоритмів для матриць різних розмірностей, коректність обчислення чистих і змішаних стратегій, аналіз домінування, побудова графіків, зчитування введених даних та формування звітів. 
Підсумки апробації підтвердили, що розроблене програмне забезпечення є функціональним засобом для вирішення теоретико-ігрових завдань. Воно дозволяє ефективно досліджувати протистояння сторін, прораховувати варіанти дій в умовах невизначеності та ризику, а також визначати найбільш вигідні стратегії у сферах логістичного менеджменту, економічного планування, кібербезпеки та розподілі ресурсів.
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Додаток А
Вихідний код кваліфікаційної роботи «Програмні засоби моделювання та розв’язання матричних ігор у чистих і змішаних стратегіях»
Лістинг FormMain.cs
using System;
using System.Collections.Generic;
using System.ComponentModel;
using System.Data;
using System.Drawing;
using System.Linq;
using System.IO;
using System.Text;
using System.Drawing.Imaging;
using System.Threading.Tasks;
using System.Windows.Forms;
using System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting;

namespace MatrixGameSolver
{
    public partial class FormMain : Form
    {
        public FormMain()
        {
            InitializeComponent();
        }

        private void InitializeChart()
        {
            // Цей метод тепер відповідає тільки за структуру.
            // Візуал налаштовується в ApplyModernTheme().
            chartGame.Series.Clear();
            chartGame.Titles.Clear();
            chartGame.Legends.Clear();

            ChartArea area;

            if (chartGame.ChartAreas.Count == 0)
            {
                area = new ChartArea("MainArea");
                chartGame.ChartAreas.Add(area);
            }
            else
            {
                area = chartGame.ChartAreas[0];
            }

            // Базові назви осей (не міняємо)
            area.AxisX.Minimum = 0;
            area.AxisX.Maximum = 1;
            area.AxisX.Interval = 0.1;
            area.AxisX.Title = "Ймовірність (p)";
            area.AxisY.Title = "Виграш (V)";

            // Базовий заголовок (не міняємо)
            var title = new System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting.Title("Графічний аналіз стратегій");
            chartGame.Titles.Add(title);

            // Базова легенда (не міняємо)
            var legend = new System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting.Legend("MainLegend");
            chartGame.Legends.Add(legend);

            // Базові налаштування самого компонента
            chartGame.BackColor = Color.White;
            chartGame.AntiAliasing = System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting.AntiAliasingStyles.All;
        }

        // --- ОБРОБНИКИ ПОДІЙ (НЕ ЧІПАЄМО) ---
        private void btnCreateMatrix_Click(object sender, EventArgs e) => CreateMatrix();
        private void btnFillExample_Click(object sender, EventArgs e) => FillExample();
        private void btnSolveAuto_Click(object sender, EventArgs e) => SolveAutomatically();
        private void btnFindDominated_Click(object sender, EventArgs e) => AnalyzeDominance();
        private void btnDrawGraph_Click(object sender, EventArgs e) => DrawCurrentGraph();
        private void btnSaveResult_Click(object sender, EventArgs e) => SaveResult();
        private void btnClear_Click(object sender, EventArgs e) => ClearAll();

        private void miCreate_Click(object sender, EventArgs e) => CreateMatrix();
        private void miSave_Click(object sender, EventArgs e) => SaveResult();
        private void miClear_Click(object sender, EventArgs e) => ClearAll();
        private void miExit_Click(object sender, EventArgs e) => Close();
        private void miSolveAuto_Click(object sender, EventArgs e) => SolveAutomatically();
        private void miDominance_Click(object sender, EventArgs e) => AnalyzeDominance();
        private void miDrawGraph_Click(object sender, EventArgs e) => DrawCurrentGraph();

        // --- ЗАВАНТАЖЕННЯ ФОРМИ (ДОДАНО ВИКЛИК СТИЛІЗАЦІЇ) ---
        private void FormMain_Load(object sender, EventArgs e)
        {
            numRows.Minimum = 2;
            numRows.Maximum = 10;
            numRows.Value = 2;

            numCols.Minimum = 2;
            numCols.Maximum = 10;
            numCols.Value = 2;

            lblStatus.Text = "Готово до роботи";
            InitializeChart();

            // ОБОВ'ЯЗКОВО: Застосовуємо тему при старті
            ApplyModernTheme();
        }

        // --- МЕТОД СУЧАСНОЇ СТИЛІЗАЦІЇ (ДОДАНО) ---
        private void ApplyModernTheme()
        {
            // 1. Колірна палітра
            Color primaryDark = Color.FromArgb(45, 52, 54);    // Темно-сірий для заголовків
            Color accentBlue = Color.FromArgb(0, 120, 215);    // Класичний синій акцент
            Color successGreen = Color.FromArgb(40, 167, 69);   // Зелений для головної дії
            Color backgroundGray = Color.FromArgb(245, 246, 250); // Світлий фон

            this.BackColor = backgroundGray;
            this.Font = new Font("Segoe UI", 9.5f); // Оновлюємо шрифт форми

            // 2. Стилізація кнопок (цикл по всім кнопкам на формі)
            foreach (Control c in this.Controls)
            {
                if (c is Button btn)
                {
                    btn.FlatStyle = FlatStyle.Flat;
                    btn.FlatAppearance.BorderSize = 0;
                    btn.BackColor = accentBlue;
                    btn.ForeColor = Color.White;
                    btn.Cursor = Cursors.Hand;
                    btn.Font = new Font("Segoe UI Semibold", 10);

                    // Специфічні кольори для окремих кнопок
                    if (btn.Name == "btnClear" || btn.Name == "btnFillExample")
                        btn.BackColor = Color.FromArgb(108, 117, 125); // Сірий для допоміжних

                    if (btn.Name == "btnSolveAuto")
                        btn.BackColor = successGreen; // Зелений для головної дії
                }
            }

            // 3. Налаштування DataGridView (таблиці)
            dgvMatrix.BackgroundColor = Color.White;
            dgvMatrix.BorderStyle = BorderStyle.None;
            dgvMatrix.EnableHeadersVisualStyles = false; // Дозволяє міняти стиль заголовків
            dgvMatrix.GridColor = Color.FromArgb(224, 224, 224);

            // Заголовки стовпців
            dgvMatrix.ColumnHeadersDefaultCellStyle.BackColor = primaryDark;
            dgvMatrix.ColumnHeadersDefaultCellStyle.ForeColor = Color.White;
            dgvMatrix.ColumnHeadersDefaultCellStyle.SelectionBackColor = primaryDark;
            dgvMatrix.ColumnHeadersHeight = 45;
            dgvMatrix.ColumnHeadersDefaultCellStyle.Font = new Font("Segoe UI", 10, FontStyle.Bold);

            // Заголовки рядків (бокова панель)
            dgvMatrix.RowHeadersDefaultCellStyle.BackColor = primaryDark;
            dgvMatrix.RowHeadersDefaultCellStyle.ForeColor = Color.White;
            dgvMatrix.RowHeadersDefaultCellStyle.SelectionBackColor = primaryDark;
            dgvMatrix.RowHeadersDefaultCellStyle.Font = new Font("Segoe UI", 10, FontStyle.Bold);

            // Рядки
            dgvMatrix.RowsDefaultCellStyle.SelectionBackColor = Color.FromArgb(225, 235, 245);
            dgvMatrix.RowsDefaultCellStyle.SelectionForeColor = Color.Black;
            dgvMatrix.AlternatingRowsDefaultCellStyle.BackColor = Color.FromArgb(248, 249, 250);
            dgvMatrix.DefaultCellStyle.Font = new Font("Segoe UI", 10, FontStyle.Regular);

            // 4. Текстове поле результату
            txtResult.BorderStyle = BorderStyle.FixedSingle;
            txtResult.Font = new Font("Consolas", 11); // Моноширинний шрифт для цифр
            txtResult.BackColor = Color.White;

            // 5. НАЛАШТУВАННЯ ГРАФІКА (щоб не скидалось)
            if (chartGame.ChartAreas.Count > 0)
            {
                var area = chartGame.ChartAreas[0];

                // Делікатна світла сітка (прибираємо чорні лінії)
                area.AxisX.MajorGrid.LineColor = Color.FromArgb(235, 235, 235);
                area.AxisY.MajorGrid.LineColor = Color.FromArgb(235, 235, 235);
                area.AxisX.LineColor = Color.DarkGray;
                area.AxisY.LineColor = Color.DarkGray;

                // Шрифти осей
                area.AxisX.LabelStyle.Font = new Font("Segoe UI", 8);
                area.AxisY.LabelStyle.Font = new Font("Segoe UI", 8);
                area.AxisX.TitleFont = new Font("Segoe UI", 9, FontStyle.Bold);
                area.AxisY.TitleFont = new Font("Segoe UI", 9, FontStyle.Bold);

                area.BorderColor = Color.LightGray;
                area.BorderDashStyle = System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting.ChartDashStyle.Solid;
            }

            // Заголовок графіка
            if (chartGame.Titles.Count > 0)
            {
                chartGame.Titles[0].Font = new Font("Segoe UI", 12, FontStyle.Bold);
                chartGame.Titles[0].ForeColor = Color.FromArgb(45, 52, 54);
            }

            // Легенда графіка (переносимо вниз)
            if (chartGame.Legends.Count > 0)
            {
                chartGame.Legends[0].Font = new Font("Segoe UI", 8);
                chartGame.Legends[0].Docking = System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting.Docking.Bottom;
                chartGame.Legends[0].Alignment = StringAlignment.Center;
            }

            // Налаштування ліній (якщо вони вже є)
            foreach (var series in chartGame.Series)
            {
                series.BorderWidth = 2; // Оптимальна товщина
                series.ShadowOffset = 0; // Прибираємо тінь
                series.MarkerStyle = System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting.MarkerStyle.None; // Прибираємо великі точки
            }
        }

        // --- МЕНЮ  ---
        private void miTheory_Click(object sender, EventArgs e)
        {
            FormHelp helpWindow = new FormHelp();
            helpWindow.ShowDialog(this);
        }

        private void miAbout_Click(object sender, EventArgs e)
        {
            AboutForm aboutWindow = new AboutForm();
            aboutWindow.ShowDialog(this);
        }

        // --- СТВОРЕННЯ МАТРИЦІ  ---
        private void CreateMatrix()
        {
            int rows = (int)numRows.Value;
            int cols = (int)numCols.Value;

            dgvMatrix.Rows.Clear();
            dgvMatrix.Columns.Clear();

            // Створюємо стовпці B1..Bn
            for (int j = 0; j < cols; j++)
            {
                dgvMatrix.Columns.Add($"B{j + 1}", $"B{j + 1}");
            }

            // Додаємо службовий стовпець min
            dgvMatrix.Columns.Add("Min", "min");

            // Додаємо рядки A1..Am + службовий рядок max
            dgvMatrix.Rows.Add(rows + 1);

            for (int i = 0; i < rows; i++)
            {
                dgvMatrix.Rows[i].HeaderCell.Value = $"A{i + 1}";
            }

            dgvMatrix.Rows[rows].HeaderCell.Value = "max";

            // Забороняємо редагування службових клітинок
            for (int i = 0; i < rows; i++)
            {
                dgvMatrix.Rows[i].Cells[cols].ReadOnly = true; // стовпець min
            }

            for (int j = 0; j < cols; j++)
            {
                dgvMatrix.Rows[rows].Cells[j].ReadOnly = true; // рядок max
            }

            dgvMatrix.Rows[rows].Cells[cols].ReadOnly = true; // нижній правий кут

            // ---------- ОФОРМЛЕННЯ ТАБЛИЦІ ----------
            // Це ваш існуючий код, він сумісний з ApplyModernTheme()
            dgvMatrix.AutoSizeColumnsMode = DataGridViewAutoSizeColumnsMode.None;
            dgvMatrix.AutoSizeRowsMode = DataGridViewAutoSizeRowsMode.None;

            dgvMatrix.RowHeadersWidth = 75; // Трохи збільшимо
            dgvMatrix.ColumnHeadersHeight = 35;

            foreach (DataGridViewColumn col in dgvMatrix.Columns)
            {
                col.Width = 60;
                col.SortMode = DataGridViewColumnSortMode.NotSortable;
                col.DefaultCellStyle.Alignment = DataGridViewContentAlignment.MiddleCenter;
            }

            // Стовпець min зробимо трохи ширшим
            dgvMatrix.Columns[dgvMatrix.Columns.Count - 1].Width = 65;

            foreach (DataGridViewRow row in dgvMatrix.Rows)
            {
                row.Height = 38;
                row.DefaultCellStyle.Alignment = DataGridViewContentAlignment.MiddleCenter;
            }

            // Забезпечуємо центрування для всіх елементів
            dgvMatrix.DefaultCellStyle.Alignment = DataGridViewContentAlignment.MiddleCenter;
            dgvMatrix.ColumnHeadersDefaultCellStyle.Alignment = DataGridViewContentAlignment.MiddleCenter;
            dgvMatrix.RowHeadersDefaultCellStyle.Alignment = DataGridViewContentAlignment.MiddleCenter;

            dgvMatrix.AllowUserToResizeColumns = false;
            dgvMatrix.AllowUserToResizeRows = false;

            // Порожня кутова клітинка
            dgvMatrix.Rows[rows].Cells[cols].Value = "";

            lblStatus.Text = "Матрицю створено";
        }

        // --- ЛОГІКА ОБЧИСЛЕНЬ  ---
        private void UpdateMinMax()
        {
            // (Ваш існуючий код UpdateMinMax без змін)
            int rows = dgvMatrix.Rows.Count - 1;
            int cols = dgvMatrix.Columns.Count - 1;

            // Мінімуми по рядках
            for (int i = 0; i < rows; i++)
            {
                double min = double.PositiveInfinity;

                for (int j = 0; j < cols; j++)
                {
                    if (double.TryParse(Convert.ToString(dgvMatrix.Rows[i].Cells[j].Value), out double val))
                    {
                        if (val < min)
                            min = val;
                    }
                }
                dgvMatrix.Rows[i].Cells[cols].Value = min;
            }

            // Максимуми по стовпцях
            for (int j = 0; j < cols; j++)
            {
                double max = double.NegativeInfinity;

                for (int i = 0; i < rows; i++)
                {
                    if (double.TryParse(Convert.ToString(dgvMatrix.Rows[i].Cells[j].Value), out double val))
                    {
                        if (val > max)
                            max = val;
                    }
                }
                dgvMatrix.Rows[rows].Cells[j].Value = max;
            }
        }

        private void FillExample()
        {
            // (Ваш існуючий код FillExample без змін)
            numRows.Value = 2;
            numCols.Value = 2;
            CreateMatrix();

            dgvMatrix.Rows[0].Cells[0].Value = 4;
            dgvMatrix.Rows[0].Cells[1].Value = 2;
            dgvMatrix.Rows[1].Cells[0].Value = 1;
            dgvMatrix.Rows[1].Cells[1].Value = 3;

            lblStatus.Text = "Приклад заповнено";
        }

        private double[,] ReadMatrix()
        {
            // (Ваш існуючий код ReadMatrix без змін)
            dgvMatrix.EndEdit();
            this.Validate();

            int rows = dgvMatrix.Rows.Count - 1;
            int cols = dgvMatrix.Columns.Count - 1;

            double[,] matrix = new double[rows, cols];

            for (int i = 0; i < rows; i++)
            {
                for (int j = 0; j < cols; j++)
                {
                    object value = dgvMatrix.Rows[i].Cells[j].Value;

                    if (value == null)
                        throw new Exception($"Порожня клітинка [{i + 1},{j + 1}]");

                    if (!double.TryParse(value.ToString(), out matrix[i, j]))
                        throw new Exception($"Некоректне значення [{i + 1},{j + 1}]");
                }
            }
            return matrix;
        }

        // --- ГОЛОВНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ ---
        private void SolveAutomatically()
        {
            try
            {
                dgvMatrix.EndEdit();
                this.Validate();

                ResetGridColors();

                double[,] matrix = ReadMatrix();

                SolveResult result = GameTheorySolver.SolveAutomatically(matrix);

                txtResult.Text = GameTheorySolver.FormatResult(result);

                UpdateMinMax();
                HighlightAlphaBeta(result);

                if (result.HasSaddlePoint)
                {
                    HighlightSaddlePoints(result);
                    lblStatus.Text = "Знайдено сідлову точку";
                }
                else
                {
                    HighlightDominated(result);
                    HighlightActiveStrategies(result);
                    lblStatus.Text = "Виконано автоматичний аналіз";
                }

                // Малюємо графік
                if (result.CanDrawGraph)
                    GraphBuilder.DrawGraph(chartGame, matrix, result);

                // ОБОВ'ЯЗКОВО: Повторно накладаємо дизайн графіка, бо GraphBuilder його скидає
                ApplyModernTheme();
            }
            catch (Exception ex)
            {
                MessageBox.Show(ex.Message, "Помилка", MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.Error);
                lblStatus.Text = "Помилка обчислення";
            }
        }


        public static SolveResult SolveMixed2x2(double[,] matrix, SolveResult baseResult = null)
        {
            double a11 = matrix[0, 0];
            double a12 = matrix[0, 1];
            double a21 = matrix[1, 0];
            double a22 = matrix[1, 1];

            double denom = a11 - a12 - a21 + a22;

            if (Math.Abs(denom) < 0.000001)
            {
                return new SolveResult
                {
                    HasSaddlePoint = false,
                    IsMixedSolution = true,
                    MethodName = "Змішані стратегії 2x2",
                    Message = "Неможливо обчислити змішані стратегії: знаменник дорівнює нулю.",
                    RowMins = baseResult?.RowMins,
                    ColMaxs = baseResult?.ColMaxs
                };
            }

            double p1 = (a22 - a21) / denom;
            double p2 = 1 - p1;

            double q1 = (a22 - a12) / denom;
            double q2 = 1 - q1;

            double v = (a11 * a22 - a12 * a21) / denom;

            string msg = "Розв’язок знайдено у змішаних стратегіях.";

            if (p1 < 0 || p1 > 1 || p2 < 0 || p2 > 1 || q1 < 0 || q1 > 1 || q2 < 0 || q2 > 1)
            {
                msg += " Увага: отримані значення ймовірностей виходять за межі [0;1]. Рекомендується перевірити матрицю або попередньо проаналізувати домінування.";
            }

            return new SolveResult
            {
                HasSaddlePoint = false,
                IsMixedSolution = true,
                MethodName = "Змішані стратегії 2x2",
                GameValue = v,
                StrategyA = new[] { p1, p2 },
                StrategyB = new[] { q1, q2 },
                RowMins = baseResult?.RowMins,
                ColMaxs = baseResult?.ColMaxs,
                Message = msg
            };
        }

        // --- ПІДСВІЧУВАННЯ ТА ЗБЕРЕЖЕННЯ  ---
        private void HighlightActiveStrategies(SolveResult result)
        {
            // (Ваш існуючий код HighlightActiveStrategies без змін)
            if (result == null)
                return;

            if (result.ActiveRows != null && result.ActiveRows.Count > 0)
            {
                foreach (int row in result.ActiveRows)
                {
                    if (row >= 0 && row < dgvMatrix.Rows.Count)
                    {
                        for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
                        {
                            dgvMatrix.Rows[row].Cells[j].Style.BackColor = Color.LightBlue;
                            dgvMatrix.Rows[row].Cells[j].Style.Font =
                                new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Bold);
                        }

                        dgvMatrix.Rows[row].HeaderCell.Style.BackColor = Color.DeepSkyBlue;
                        dgvMatrix.Rows[row].HeaderCell.Style.ForeColor = Color.White;
                        dgvMatrix.Rows[row].HeaderCell.Style.Font =
                            new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Bold);
                    }
                }
            }

            if (result.ActiveCols != null && result.ActiveCols.Count > 0 && dgvMatrix.Rows.Count == 2)
            {
                foreach (int col in result.ActiveCols)
                {
                    if (col >= 0 && col < dgvMatrix.Columns.Count)
                    {
                        for (int i = 0; i < dgvMatrix.Rows.Count; i++)
                        {
                            dgvMatrix.Rows[i].Cells[col].Style.BackColor = Color.LightCyan;
                            dgvMatrix.Rows[i].Cells[col].Style.Font =
                                new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Bold);
                        }

                        dgvMatrix.Columns[col].HeaderCell.Style.BackColor = Color.Teal;
                        dgvMatrix.Columns[col].HeaderCell.Style.ForeColor = Color.White;
                        dgvMatrix.Columns[col].HeaderCell.Style.Font =
                            new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Bold);
                    }
                }
            }
        }
        private void HighlightAlphaBeta(SolveResult result)
        {
            // (Ваш існуючий код HighlightAlphaBeta без змін)
            int rows = dgvMatrix.Rows.Count - 1;
            int cols = dgvMatrix.Columns.Count - 1;

            for (int i = 0; i < rows; i++)
            {
                if (Math.Abs(result.RowMins[i] - result.Alpha) < 0.0001)
                {
                    dgvMatrix.Rows[i].Cells[cols].Style.BackColor = Color.LightGreen;
                }
            }

            for (int j = 0; j < cols; j++)
            {
                if (Math.Abs(result.ColMaxs[j] - result.Beta) < 0.0001)
                {
                    dgvMatrix.Rows[rows].Cells[j].Style.BackColor = Color.LightGreen;
                }
            }
        }
        private void HighlightSaddlePoints(SolveResult result)
        {
            // (Ваш існуючий код HighlightSaddlePoints без змін)
            if (result == null || !result.HasSaddlePoint)
                return;

            if (result.PureRowIndices == null || result.PureColIndices == null)
                return;

            foreach (int row in result.PureRowIndices)
            {
                foreach (int col in result.PureColIndices)
                {
                    if (row >= 0 && row < dgvMatrix.Rows.Count &&
                        col >= 0 && col < dgvMatrix.Columns.Count)
                    {
                        dgvMatrix.Rows[row].Cells[col].Style.BackColor = Color.LightGreen;
                        dgvMatrix.Rows[row].Cells[col].Style.Font =
                            new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Bold);
                    }
                }
            }
        }
        private string BuildFullReport()
        {
            // (Ваш існуючий код BuildFullReport без змін)
            if (dgvMatrix.Rows.Count == 0 || dgvMatrix.Columns.Count == 0)
                return txtResult.Text;

            System.Text.StringBuilder sb = new System.Text.StringBuilder();

            sb.AppendLine("ПЛАТІЖНА МАТРИЦЯ");
            sb.AppendLine("--------------------------------");

            for (int i = 0; i < dgvMatrix.Rows.Count; i++)
            {
                for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
                {
                    object value = dgvMatrix.Rows[i].Cells[j].Value;
                    sb.Append($"{value}\t");
                }
                sb.AppendLine();
            }

            sb.AppendLine();
            sb.AppendLine(txtResult.Text);

            return sb.ToString();
        }
        private void AnalyzeDominance()
        {
            // (Ваш існуючий код AnalyzeDominance без змін)
            try
            {
                ResetGridColors();

                double[,] matrix = ReadMatrix();
                var dominatedRows = DominanceAnalyzer.FindDominatedRows(matrix);
                var dominatedCols = DominanceAnalyzer.FindDominatedCols(matrix);

                if (dominatedRows.Count == 0 && dominatedCols.Count == 0)
                {
                    txtResult.Text = "Доміновані стратегії не виявлено.";
                    lblStatus.Text = "Доміновані стратегії не знайдено";
                    return;
                }

                foreach (int row in dominatedRows)
                {
                    for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
                        dgvMatrix.Rows[row].Cells[j].Style.BackColor = Color.LightPink;
                }

                foreach (int col in dominatedCols)
                {
                    for (int i = 0; i < dgvMatrix.Rows.Count; i++)
                        dgvMatrix.Rows[i].Cells[col].Style.BackColor = Color.LightYellow;
                }

                string text = "АНАЛІЗ ДОМІНУВАННЯ\r\n-------------------------\r\n";

                if (dominatedRows.Count > 0)
                {
                    text += "Доміновані рядки: ";
                    foreach (int r in dominatedRows)
                        text += $"A{r + 1} ";
                    text += "\r\n";
                }

                if (dominatedCols.Count > 0)
                {
                    text += "Доміновані стовпці: ";
                    foreach (int c in dominatedCols)
                        text += $"B{c + 1} ";
                    text += "\r\n";
                }

                txtResult.Text = text;
                lblStatus.Text = "Аналіз домінування виконано";
            }
            catch (Exception ex)
            {
                MessageBox.Show(ex.Message, "Помилка", MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.Error);
                lblStatus.Text = "Помилка аналізу домінування";
            }
        }

        private void DrawCurrentGraph()
        {
            try
            {
                dgvMatrix.EndEdit();
                this.Validate();

                double[,] matrix = ReadMatrix();
                SolveResult result = GameTheorySolver.SolveAutomatically(matrix);

                int rows = matrix.GetLength(0);
                int cols = matrix.GetLength(1);

                if (!((rows == 2 && cols >= 2) || (cols == 2 && rows >= 2)))
                {
                    MessageBox.Show(
                        "Графічний метод доступний лише для ігор 2xn або mx2.",
                        "Інформація",
                        MessageBoxButtons.OK,
                        MessageBoxIcon.Information);

                    return;
                }

                GraphBuilder.DrawGraph(chartGame, matrix, result);

                // ОБОВ'ЯЗКОВО: Повторно накладаємо дизайн графіка
                ApplyModernTheme();

                lblStatus.Text = "Графік побудовано";
            }
            catch (Exception ex)
            {
                MessageBox.Show(ex.Message, "Помилка", MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.Error);
                lblStatus.Text = "Помилка побудови графіка";
            }
        }

        private void SaveResult()
        {
            // (Ваш існуючий код SaveResult без змін)
            try
            {
                if (string.IsNullOrWhiteSpace(txtResult.Text))
                {
                    MessageBox.Show("Немає результату для збереження.", "Увага",
                        MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.Warning);
                    return;
                }

                saveFileDialog1.Filter = "HTML files (*.html)|*.html";
                saveFileDialog1.DefaultExt = "html";
                saveFileDialog1.FileName = "result.html";

                if (saveFileDialog1.ShowDialog() == DialogResult.OK)
                {
                    string html = BuildHtmlReport();
                    File.WriteAllText(saveFileDialog1.FileName, html, Encoding.UTF8);

                    lblStatus.Text = "Результат збережено";
                    MessageBox.Show("Дані успішно збережені.",
                        "Збереження", MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.Information);
                }
            }
            catch (Exception ex)
            {
                MessageBox.Show(ex.Message, "Помилка", MessageBoxButtons.OK, MessageBoxIcon.Error);
                lblStatus.Text = "Помилка збереження";
            }
        }
        private string GetChartBase64()
        {
            // (Ваш існуючий код GetChartBase64 без змін)
            using (MemoryStream ms = new MemoryStream())
            {
                chartGame.SaveImage(ms, System.Windows.Forms.DataVisualization.Charting.ChartImageFormat.Png);
                byte[] imageBytes = ms.ToArray();
                return Convert.ToBase64String(imageBytes);
            }
        }
        private string BuildHtmlReport()
        {
            // (Ваш існуючий код BuildHtmlReport без змін)
            StringBuilder sb = new StringBuilder();

            string chartBase64 = GetChartBase64();
            string resultText = txtResult.Text
                .Replace("&", "&amp;")
                .Replace("<", "&lt;")
                .Replace(">", "&gt;")
                .Replace("\r\n", "<br>")
                .Replace("\n", "<br>");

            sb.AppendLine("<!DOCTYPE html>");
            sb.AppendLine("<html lang='uk'>");
            sb.AppendLine("<head>");
            sb.AppendLine("<meta charset='utf-8'>");
            sb.AppendLine("<title>Результат розв’язання матричної гри</title>");
            sb.AppendLine("<style>");
            sb.AppendLine("body { font-family: Segoe UI, Arial, sans-serif; margin: 30px; color: #222; }");
            sb.AppendLine("h1 { font-size: 22px; }");
            sb.AppendLine("h2 { font-size: 18px; margin-top: 24px; }");
            sb.AppendLine("table { border-collapse: collapse; margin-top: 10px; }");
            sb.AppendLine("td, th { border: 1px solid #888; padding: 6px 12px; text-align: center; }");
            sb.AppendLine(".block { margin-top: 20px; }");
            sb.AppendLine(".result { background: #f7f7f7; border: 1px solid #ccc; padding: 15px; white-space: normal; }");
            sb.AppendLine("img { max-width: 900px; border: 1px solid #ccc; margin-top: 10px; }");
            sb.AppendLine("</style>");
            sb.AppendLine("</head>");
            sb.AppendLine("<body>");

            sb.AppendLine("<h1>Результат розв’язання матричної гри</h1>");

            sb.AppendLine("<div class='block'>");
            sb.AppendLine("<h2>Платіжна матриця</h2>");
            sb.AppendLine("<table>");

            sb.AppendLine("<tr><th></th>");
            for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
            {
                sb.AppendLine($"<th>{dgvMatrix.Columns[j].HeaderText}</th>");
            }
            sb.AppendLine("</tr>");

            for (int i = 0; i < dgvMatrix.Rows.Count; i++)
            {
                string rowHeader = dgvMatrix.Rows[i].HeaderCell.Value?.ToString() ?? "";
                sb.AppendLine($"<tr><th>{rowHeader}</th>");

                for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
                {
                    object val = dgvMatrix.Rows[i].Cells[j].Value;
                    sb.AppendLine($"<td>{val}</td>");
                }
                sb.AppendLine("</tr>");
            }

            sb.AppendLine("</table>");
            sb.AppendLine("</div>");

            sb.AppendLine("<div class='block'>");
            sb.AppendLine("<h2>Результати обчислення</h2>");
            sb.AppendLine($"<div class='result'>{resultText}</div>");
            sb.AppendLine("</div>");

            sb.AppendLine("<div class='block'>");
            sb.AppendLine("<h2>Графічна інтерпретація</h2>");
            sb.AppendLine($"<img src='data:image/png;base64,{chartBase64}' alt='Графік'>");
            sb.AppendLine("</div>");

            sb.AppendLine("</body>");
            sb.AppendLine("</html>");

            return sb.ToString();
        }

        // --- ПІДСВІЧУВАННЯ ТА ОЧИЩЕННЯ (НЕ ЧІПАЄМО) ---
        private void HighlightSaddlePoint(int row, int col)
        {
            if (row >= 0 && col >= 0)
            {
                dgvMatrix.Rows[row].Cells[col].Style.BackColor = Color.LightGreen;
                dgvMatrix.Rows[row].Cells[col].Style.Font = new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Bold);
            }
        }

        private void HighlightDominated(SolveResult result)
        {
            foreach (int row in result.DominatedRows)
            {
                for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
                    dgvMatrix.Rows[row].Cells[j].Style.BackColor = Color.LightPink;
            }

            foreach (int col in result.DominatedCols)
            {
                for (int i = 0; i < dgvMatrix.Rows.Count; i++)
                    dgvMatrix.Rows[i].Cells[col].Style.BackColor = Color.LightYellow;
            }
        }

        private void ResetGridColors()
        {
            for (int i = 0; i < dgvMatrix.Rows.Count; i++)
            {
                for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
                {
                    dgvMatrix.Rows[i].Cells[j].Style.BackColor = Color.White;
                    dgvMatrix.Rows[i].Cells[j].Style.Font =
                        new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Regular);
                }

                dgvMatrix.Rows[i].HeaderCell.Style.BackColor = SystemColors.Control;
                dgvMatrix.Rows[i].HeaderCell.Style.ForeColor = Color.Black;
                dgvMatrix.Rows[i].HeaderCell.Style.Font =
                    new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Regular);
            }

            for (int j = 0; j < dgvMatrix.Columns.Count; j++)
            {
                dgvMatrix.Columns[j].HeaderCell.Style.BackColor = SystemColors.Control;
                dgvMatrix.Columns[j].HeaderCell.Style.ForeColor = Color.Black;
                dgvMatrix.Columns[j].HeaderCell.Style.Font =
                    new Font(dgvMatrix.Font, FontStyle.Regular);
            }
        }

        private void ClearAll()
        {
            numCols.Value = 2;
            numRows.Value = 2;
            dgvMatrix.Columns.Clear();
            dgvMatrix.Rows.Clear();
            txtResult.Clear();
            chartGame.Series.Clear();
            chartGame.Titles.Clear();
            lblStatus.Text = "Форму очищено";
        }
    }
}

Лістинг GameTheorySolver.cs
using System;
using System.Linq;
using System.Text;

namespace MatrixGameSolver
{
    public static class GameTheorySolver
    {
        private const double EPS = 0.000001;

        public static SolveResult SolveAutomatically(double[,] matrix)
        {
            SolveResult result = CheckPureStrategies(matrix);

            result.DominatedRows = DominanceAnalyzer.FindDominatedRows(matrix);
            result.DominatedCols = DominanceAnalyzer.FindDominatedCols(matrix);

            if (result.HasSaddlePoint)
            {
                result.CanDrawGraph = false;
                result.IsMixedSolution = false;
                return result;
            }

            int rows = matrix.GetLength(0);
            int cols = matrix.GetLength(1);

            if (rows == 2 && cols == 2)
            {
                SolveResult mixed = SolveMixed2x2(matrix, result);
                mixed.DominatedRows = result.DominatedRows;
                mixed.DominatedCols = result.DominatedCols;
                mixed.CanDrawGraph = true;
                return mixed;
            }

            if ((rows == 2 && cols >= 2) || (cols == 2 && rows >= 2))
            {
                GraphicalSolveResult g = GraphicalSolver.Solve(matrix);

                result.IsMixedSolution = true;
                result.MethodName = g.MethodName;
                result.Message = g.Message;
                result.GameValue = g.GameValue;
                result.StrategyA = g.StrategyA;
                result.StrategyB = g.StrategyB;
                result.CanDrawGraph = true;
                result.ActiveRows = g.ActiveRows ?? new System.Collections.Generic.List<int>();
                result.ActiveCols = g.ActiveCols ?? new System.Collections.Generic.List<int>();

                return result;
            }

            result.IsMixedSolution = true;
            result.MethodName = "Змішані стратегії";
            result.Message = "Сідлова точка відсутня. Для цієї матриці потрібен чисельний метод.";
            result.CanDrawGraph = false;
            return result;
        }
        private static string BuildPureStrategyVector(int size, int activeIndex)
        {
            StringBuilder sb = new StringBuilder();
            sb.Append("(");

            for (int i = 0; i < size; i++)
            {
                sb.Append(i == activeIndex ? "1" : "0");

                if (i < size - 1)
                    sb.Append("; ");
            }

            sb.Append(")");
            return sb.ToString();
        }
        public static SolveResult CheckPureStrategies(double[,] matrix)
        {
            int m = matrix.GetLength(0);
            int n = matrix.GetLength(1);

            double[] rowMins = new double[m];
            double[] colMaxs = new double[n];

            for (int i = 0; i < m; i++)
            {
                rowMins[i] = matrix[i, 0];
                for (int j = 1; j < n; j++)
                    rowMins[i] = Math.Min(rowMins[i], matrix[i, j]);
            }

            for (int j = 0; j < n; j++)
            {
                colMaxs[j] = matrix[0, j];
                for (int i = 1; i < m; i++)
                    colMaxs[j] = Math.Max(colMaxs[j], matrix[i, j]);
            }

            double maximin = rowMins.Max();
            double minimax = colMaxs.Min();

            SolveResult result = new SolveResult
            {
                RowMins = rowMins,
                ColMaxs = colMaxs,
                GameValue = maximin,
                HasSaddlePoint = Math.Abs(maximin - minimax) < EPS,
                MethodName = "Чисті стратегії"
            };

            if (result.HasSaddlePoint)
            {
                result.PureRowIndex = Array.IndexOf(rowMins, maximin);
                result.PureColIndex = Array.IndexOf(colMaxs, minimax);
                result.Message = "Знайдено сідлову точку. Оптимальний розв’язок існує у чистих стратегіях.";
            }
            else
            {
                result.Message = "Сідлова точка відсутня.";
            }

            return result;
        }

        public static SolveResult SolveMixed2x2(double[,] matrix, SolveResult baseResult = null)
        {
            double a11 = matrix[0, 0];
            double a12 = matrix[0, 1];
            double a21 = matrix[1, 0];
            double a22 = matrix[1, 1];

            double denom = a11 - a12 - a21 + a22;

            if (Math.Abs(denom) < EPS)
            {
                return new SolveResult
                {
                    HasSaddlePoint = false,
                    IsMixedSolution = true,
                    MethodName = "Змішані стратегії 2x2",
                    Message = "Неможливо обчислити змішані стратегії: знаменник дорівнює нулю.",
                    RowMins = baseResult?.RowMins,
                    ColMaxs = baseResult?.ColMaxs,
                    DominatedRows = baseResult?.DominatedRows,
                    DominatedCols = baseResult?.DominatedCols
                };
            }

            double p1 = (a22 - a21) / denom;
            double p2 = 1.0 - p1;

            double q1 = (a22 - a12) / denom;
            double q2 = 1.0 - q1;

            double v = (a11 * a22 - a12 * a21) / denom;

            string msg = "Розв’язок знайдено у змішаних стратегіях.";

            if (p1 < -EPS || p1 > 1 + EPS || p2 < -EPS || p2 > 1 + EPS ||
                q1 < -EPS || q1 > 1 + EPS || q2 < -EPS || q2 > 1 + EPS)
            {
                msg += " Увага: частина отриманих ймовірностей виходить за межі [0;1].";
            }

            return new SolveResult
            {
                HasSaddlePoint = false,
                IsMixedSolution = true,
                MethodName = "Змішані стратегії 2x2",
                GameValue = v,
                StrategyA = new[] { p1, p2 },
                StrategyB = new[] { q1, q2 },
                RowMins = baseResult?.RowMins,
                ColMaxs = baseResult?.ColMaxs,
                DominatedRows = baseResult?.DominatedRows,
                DominatedCols = baseResult?.DominatedCols,
                Message = msg
            };
        }

        public static string FormatResult(SolveResult result)
        {
            StringBuilder sb = new StringBuilder();

            sb.AppendLine("РЕЗУЛЬТАТ РОЗВ’ЯЗАННЯ");
            sb.AppendLine("--------------------------------------------------");

            if (result.RowMins != null)
            {
                sb.AppendLine("Мінімальні елементи по рядках:");
                for (int i = 0; i < result.RowMins.Length; i++)
                    sb.AppendLine($"A{i + 1} = {result.RowMins[i]}");
                sb.AppendLine();
            }
            if (result.ColMaxs != null)
            {
                sb.AppendLine("Максимальні елементи по стовпцях:");
                for (int j = 0; j < result.ColMaxs.Length; j++)
                    sb.AppendLine($"B{j + 1} = {result.ColMaxs[j]}");
                sb.AppendLine();
            }
            sb.AppendLine($"Метод: {result.MethodName}");
            sb.AppendLine(result.Message);
            sb.AppendLine();

            if (result.HasSaddlePoint)
            {
                sb.AppendLine("ГРА У ЧИСТИХ СТРАТЕГІЯХ");
                sb.AppendLine($"Ціна гри: {result.GameValue:F4}");
                sb.AppendLine();
                // Стратегії A
                sb.AppendLine("Оптимальна стратегія гравця A:");
                string za = BuildPureStrategyVector(result.RowMins.Length, result.PureRowIndex);
                sb.AppendLine($"Z_a = {za}   (A{result.PureRowIndex + 1})");

                sb.AppendLine();

                // Стратегії B
                sb.AppendLine("Оптимальна стратегія гравця B:");
                string zb = BuildPureStrategyVector(result.ColMaxs.Length, result.PureColIndex);
                sb.AppendLine($"Z_b = {zb}   (B{result.PureColIndex + 1})");
            }
            else if (result.StrategyA != null && result.StrategyB != null)
            {
                sb.AppendLine("Оптимальна змішана стратегія гравця A:");
                bool hasA = false;
                for (int i = 0; i < result.StrategyA.Length; i++)
                {
                    if (Math.Abs(result.StrategyA[i]) > 0.0001)
                    {
                        sb.AppendLine($"p{i + 1} = {result.StrategyA[i]:F4}");
                        hasA = true;
                    }
                }
                if (!hasA)
                    sb.AppendLine("Не визначено.");

                sb.AppendLine();
                sb.AppendLine("Оптимальна змішана стратегія гравця B:");
                bool hasB = false;
                for (int i = 0; i < result.StrategyB.Length; i++)
                {
                    if (Math.Abs(result.StrategyB[i]) > 0.0001)
                    {
                        sb.AppendLine($"q{i + 1} = {result.StrategyB[i]:F4}");
                        hasB = true;
                    }                }
                if (!hasB)
                    sb.AppendLine("Не визначено.");
                sb.AppendLine();
                sb.AppendLine($"Ціна гри: {result.GameValue:F4}");
            }
            if (result.DominatedRows != null && result.DominatedRows.Count > 0)
            {
                sb.AppendLine();
                sb.Append("Доміновані рядки: ");
                for (int i = 0; i < result.DominatedRows.Count; i++)
                    sb.Append($"A{result.DominatedRows[i] + 1} ");
                sb.AppendLine();
            }
            if (result.DominatedCols != null && result.DominatedCols.Count > 0)
            {
                sb.Append("Доміновані стовпці: ");
                for (int i = 0; i < result.DominatedCols.Count; i++)
                    sb.Append($"B{result.DominatedCols[i] + 1} ");
                sb.AppendLine();
            }
            return sb.ToString();
        }    }}

Лістинг DominanceAnalyzer.cs
using System.Collections.Generic;

namespace MatrixGameSolver
{
    public static class DominanceAnalyzer
    {
        public static List<int> FindDominatedRows(double[,] matrix)
        {
            int rows = matrix.GetLength(0);
            int cols = matrix.GetLength(1);
            List<int> dominated = new List<int>();

            for (int i = 0; i < rows; i++)
            {
                for (int k = 0; k < rows; k++)
                {
                    if (i == k) continue;

                    bool allGreaterOrEqual = true;
                    bool atLeastOneGreater = false;

                    for (int j = 0; j < cols; j++)
                    {
                        if (matrix[k, j] < matrix[i, j])
                        {
                            allGreaterOrEqual = false;
                            break;
                        }

                        if (matrix[k, j] > matrix[i, j])
                            atLeastOneGreater = true;
                    }

                    if (allGreaterOrEqual && atLeastOneGreater)
                    {
                        if (!dominated.Contains(i))
                            dominated.Add(i);
                    }
                }
            }

            return dominated;
        }

        public static List<int> FindDominatedCols(double[,] matrix)
        {
            int rows = matrix.GetLength(0);
            int cols = matrix.GetLength(1);
            List<int> dominated = new List<int>();

            for (int j = 0; j < cols; j++)
            {
                for (int k = 0; k < cols; k++)
                {
                    if (j == k) continue;

                    bool allLessOrEqual = true;
                    bool atLeastOneLess = false;

                    for (int i = 0; i < rows; i++)
                    {
                        if (matrix[i, k] > matrix[i, j])
                        {
                            allLessOrEqual = false;
                            break;
                        }

                        if (matrix[i, k] < matrix[i, j])
                            atLeastOneLess = true;
                    }

                    if (allLessOrEqual && atLeastOneLess)
                    {
                        if (!dominated.Contains(j))
                            dominated.Add(j);
                    }
                }
            }

            return dominated;
        }
    }
}
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